CAPITOLO 13

Sistemi immersi in campi di forza

13.1 Sistemi ad un grado di liberta

Si consideri un freno a disco e si supponga che la rigidezza e lo smorzamento
del vincolo della pinza in direzione verticale siano ks, rs € m, sia la sua massa.
Esercitando unaforza N sulla pinza, nascera una forza frenante sul disco pari a

F =2Nf

direttain verso opposto alla velocita periferica relativa del disco, mentre la pinza
del freno sara sottoposta e a unaforza uguale e opposta.

Ricordiamo che il coefficiente di attrito f variain funzione della velocita relativa
trai due corpi che strisciano con un legge che hal’ andamento di figura.
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Scrivendo I’ equilibrio alla tradazione in direzione verticale (approssimabile alla
direzione della velocita periferica V del disco nella zona di contatto tra questo e le
pastiglie) otteniamo
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Come s nota dal diagramma

<0, per cui esistera sempre una forza N tale
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per cui
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dando luogo a vibrazioni autoeccitate.



Analogamente un sistema vibrante ad un grado di liberta investito da una vena
fluida pud dare origine aforme di instabilita.
Supponiamo ora un generico profilo in moto verticale con relativa traslazione
dell’ ala rispetto alla sua posizione di equilibrio. L’ala verra investita da una vel ocita
relativa

(13.1) Ve=AV?+x?

con anomalia
(13.2) d=tan=
=
rispetto alla direzione della vena indisturbata V. Sul profilo aare, quindi, una

forza di portanza (L) e di resistenza (D) che nel caso di ala ferma saranno dirette
come nellafigura a sinistra e varranno rispettivamente;
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Nel caso di profilo in traslazione con velocita x, le forze di resistenza e
portanza agiranno come nella figura di destra e varranno rispettivamente:
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Venendo a un esempio pratico, uno dei profili alari usati nel recente passato nello
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Note: Assumed section characteristics same for 0009 as for 0008.

sport automobilistico era il NACA
009 che veniva montato
posteriormente, collegato
direttamente a portamozzi delle
ruote motrici tramite due bracci
verticali. L’angolo  d'incidenza
statico @ comunemente usato era di
circa —14° cosi da farlo lavorare in
prossmita  del minimo  del
coefficiente di portanza C_ e ottenere
la massima deportanza possibile
(circa -1,2) a ogni velocita di
avanzamento V della vettura. |l
corrispondente Cp della sola aa era
circa uguale per quell’angolo
d attacco a 0,12.

A una certa velocita V, costante,
e trascurando I’effetto degli spoiler
anteriori, la sospensione posteriore s
trovera compressa rispetto adla
posizione indeformata per effetto



non solo della quota parte del peso della vettura che su di s scarica, ma anche
per effetto della deportanza e dellaresistenza.

Na=wlepn-1i0 x =Ne
2 k

dove W € il peso della vettura e ks € la rigidezza equivalente della sospensione
posteriore (per semplicita supponiamo i montanti dell’ alarigidi).

Consideriamo, ora, il moto traslatorio lungo la verticale della sala posteriore
completa di ala, su cui agisce, trascurando |'effetto della coppia aerodinamica, la
forza aerodinamica per effetto della velocita V, , dovuta sia a quella V di
avanzamento, siaaquella x di vibrazione..

Scrivendo I'equazione di equilibrio ala tradazione verticale della sola
sospensione posteriore, ala compresa, avremo, con ovvio significato dei smbali:

(13.3)
—mj—gx—hx—%pAmibed+m9nd+%pAmk;ed+mcmd:o

Le componenti delle forze di resistenza e portanza possono essere linearizzate,
ricordando la piccolezza della velocita di vibrazione xrispetto a quella di
avanzamento per cui la (13.1) diventa

(13.4) V.=V

€, conseguentemente,

. X

Esmd =tang =—

(13.5) 0 4
H cosd=1

che, sostituendo la (13.4) ela(13.5) nella(13.3), portaa
. 1 N 1 2 N
(13.6) -mix-rx—kx 5 pAVC, (@ +a)x + > pAVC, (-a+a)=0

| coefficienti di lift e di drag possono essere linearizzati secondo Taylor
nell’intorno della posizione staticadi a = -12°, ovvero:
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tenendo, anche in conto, del piccolo valore numerico della derivata del
coefficiente di drag rispetto all’ angolo d’incidenza. Sostituendo la (13.7) nella (13.6),
S ha

(13.8)
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Ora, nel caso in questione, € negativa assumendo vaori molto
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che daranno luogo a un moto libero asintoticamente instabile in quanto
espansivo nel tempo per effetto di una perturbazione iniziale.

=axiw con a>0

/]1,2 =



13.2 Sistemi vibranti a 2 gdl perturbati nell’intorno della
posizione di equilibrio

Estendiamo ai sistemi a 2 gdl quanto gia visto per i sistemi a un solo grado di

liberta.
Leequazioni di equilibrio dinamico per il sistemadi figura sono, ovviamente

it + 1% +kx = F, (x,,%,5)

(13.9) a.. . .
gy +r,y+ky=F, (x,,%7)

dovei termini dovuti al campo di forze sono funzioni non lineari di x ey e delle
loro derivate rispetto al tempo.
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Il sistemadi equazioni (13.9) pud essere riscritto in forma matriciale come

[m]{2} +[R){2} +[&]{=} ={F ({} {2})}
con (5953

0 AN g
{z= E{ ({Z} {Z})} _@Fy (x5, y)% e

QDQ

=g JAIR=G L BIK=E

Del sistema potremo calcolare la posizione di equilibrio statico, se esiste,
definitada



[K1{z0} ={ 7 ({=o} {O})}

e quindi linearizzare il campo di forze
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Indicando con il vettore {Z} gli spostamenti a partire dala posizione di
equilibrio statico

{z} ={=} +{z}

il sistemadi equazioni differenziali di partenza puo essere riscritto come
HvIEz} + R+ [R5z + HK]+[KJHEY ={9)

con, ovviamente,

OF, OF.0 [OF, OF,0
[R]:_DDax ay% [ ]__DDOx 0y%
Y F, oF,0 VY OF, 0F,0
G =20 G- —0

0% 0 Gy ) 00x & iy

[M]{E} +[RT]{?} +[&,){z} ={}

Il sistema di equazioni differenziali lineari omogenee a coefficienti costanti la
cui soluzione é del tipo

{z0} =7} "

dovele A sono leradici di



41,10 4[R2+ [K, JHZ) * = ()

Analizziamo separatamente i vari casi che potrebbero presentarsi.
Campo di forze puramente posizionale

In questo caso il sistemasi riduce a

[m]{z} +[RI{z} + [, ){=} ={9)

ovvero, trascurando |o smorzamento

[m]{z}+ [, ){z} ={0)
] + [k, JH 7} e ={0)

Essendo la matrice | M | reale, smmetrica e definita positiva, tutti i suoi minori
principali dominanti sono positivi, ovvero
Po =1 py =my >0; p, = mymy, —mymy, >0

da cui

e analogamente cio vale per lamatrice [K]
Po =L p =k >0 p, = kyyky, = kipkyy >0

BF, O0F O
Uayx dy B

Per quanto riguarda la matrice [KF] =- EBF oF O
B

0t =20
0o 0y G

possono presentarsi due casi:

. ) R . . OF _OF . .
e il campo di forze & conservativo, per cui %— =a—y e la matrice [KF] risulta
Yy X
simmetrica;
. ) . : . OF, _ OF, .
* il campo di forze non é conservativo, per cui a—* % o e lamatrice [K F] non
y X

risulta simmetrica;
In entrambi i cad, tuttavia, i valori di A sono comungue le radici del polinomio

ny m,,A f+ (mukz'zz + mzzky'n) A%+ (kpaykygp = kpooky) =0

A +bA2 +c=04a>0



Campo di forze conservativo
Si possono presentare due casi:
« lamatrice [K,] & definitapositivaovvero
Po =L 1 = kpyy >0 py = kpypkrgy = kpipkyy > 0,6 >0;,¢ >0

1
/]fz = %(mnkrzz +Mypkry) £ \/ (mykry + mzzkrn)z = 4myymy, (lelkTZZ - szllez) S< 0
2myym,,
essendo

b >/b* - 4ac
per cui i quattro autovalori sono tutti immaginari e il moto libero risultante
asintoticamente stabile, ovvero si annulla per effetto dell’inevitabile smorzamento.

« la matrice [K,] non & definita positiva owero o p, =k, <O oppure
D, = kpikrp — ik <0, ovvero entrambe le condizioni sono verificate.
Nell’ipotesi che p, = k,,k, 5 — k;1,k;, <O avremo che
b*—4ac>b*>0
e quindi
A >0A2<0
La primaradice porta a due valori opposti reali che danno luogo per la soluzione

positiva a un fenomeno di instabilita statica (divergenza) essendo la soluzione del

tipo

{z0} ={Z} ¢

Campo di forze non conservativo

oF, _ OF, . o
Accadeche — # elamatrice [K ] non risulta simmetrica.
dy  Ox
Ricordando
1
/‘12,2 = 2 B'(mnkrzz +mypk,y) £ \/ (myk 5 + ””22""/'11)2 = 4m my, (k'/'uk'/'zz - k’/'21k'/'12) E
my My,

22, :2—1615-191«/35

serisultache
4my,my, (lelkTZZ - kTZlkT12) > (mys kg + mzzkru)2 0 A<O
avremo che

2 _ i L . 0= i 2 Fitan(8/6) _ i 2 Fia
Alvz—zaubiz\/mlj—za\/b + e —za\/b +Ae
e quindi

10



b* +A (cosa/2+isina/2) =+ (g, +iyp,)

1 2+ ne
111 =+ 2_ sz =+

1 2 pe
11111 = 2 =

2a
Ricordando la soluzione general e

(l) { Z} e/lt

sappiamo che, come piu volte dimostrato, ciascuna coppia di radici coniugate
fornisce una sola soluzione puramente reale delle quali quella con parte reale positiva
€ esponenzalmente espansiva (asintoticamente instabile), mentre I'dtra &
esponenzialmente decrescente (asintoticamente stabile).

Ovvero il moto libero risultante € ellittico e instabile con pulsazione ¢/, . Il
fenomeno prende il nome di flutter.

Seinvece

Amyymy, (krnkrzz - kTZlkT12) < (myskyg + mok;y)* 0 A>0

con
(lelkTZZ - kT21kT12) <0
avremo anche che

b<JZ

e quindi, essendo
_1
22, -ZH—M\/ZE

avremo due soluzione reali opposte e due immaginarie coniugate, con quella
positiva reale che porta alla divergenza.

Gli atri casi, portano a soluzioni armoniche stabili, differenti solo nei valori
delle frequenze proprie da quello giatrattato nel caso di campo di forze conservativo.

Banale e poi il caso in cui la matrice | R, | sia definita non positiva. 1l sistema
sara soggetto a fenomeni di instabilita dinamica, con ampiezze crescenti
esponenzialmente nel tempo.

I+

I\J|'_\
|\J|,_\

b* +A (cosa/2-isina/2) =+ (g, —iy,)

13.2.1 11 flutter di un profilo alare

Qualora un profilo alare s comporti come un sistema a due gradi di liberta,
ovvero oltre a tradare in direzione ortogonale ala vena possa anche variare
I'incidenza rispetto a questa, potremo ricondurci a modello fisico della figura
seguente.

11



Conseguentemente le equazioni di equilibrio dinamico sono:

m¥+rx+kx=Lcosy+Dsiny
JO+rPO+kIP0=M

dove ¢ e I'angolo tra la velocita relativa V, della vena e la direzione della
corrente indisturbata V, supposta costante.

Si noti che nel puro moto rotatorio, ogni punto della superficie del profilo
possiede una velocita di trascinamento diversa, quindi la velocita relativa V, varia da
punto a punto del profilo. Non sarebbe quindi lecito utilizzare la teoria quasi-statica
senonché é possibile dimostrare che riferendosi ala velocita di trascinamento di un
punto P; del profilo alare, in genere vicino a bordo d'attacco, posto a una certa
distanza b, dall’asse di rotazione, € possibile utilizzare ancora la teoria quasi-statica.
Di fatto immaginiamo che dal punto di vista delle azioni aerodinamiche il profilo
tradli con lavelocitadi P;.

v, Vr

v

V

Varraquindi che

v, =i+567, =\/V2+(fc+bﬂ)2:w=—tan*1%x+y—bﬂE
O C

12



x+b0  x+b0
il = 1 1. _r
sny =- =- ;eosy =—=1
v V V v V
r r
| stantaneamente, quindi, I’ angolo d'incidenza sara dato da
a:[/j+9:——x+ble+9
per cui il sistemadi equazioni differenziali diventa
(n OEDSCEJr @ O EIISPCE” &, O Ellgpcg_ipSVz 5C,{(a)cos¢/+c,)(a)sinz,//%
b sHEE B wrHEE B wcHed 277 cc, (a) 0
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ma linearizzando intorno alla posizione di equilibrio, che per un profilo
simmetrico & a = a, =0, abbiamo che
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1 : 1 O dC X +500
3PSV (C (@) cosy +C(@)sing) =5 pSV* LEAG) + T (@) =C, (0) =7

1 2 1 20 dcC
= psvicc,, (a)==psvic M
5 PSV; w (@) 5P Dmc da

Sostituendo ad a la sua espressione e riordinando, abbiamo che il campo di
forze linearizzato € equivalente a

M1 0dc, b, 0dC, N dc O
O +Cp — +C 0 —4
1,0 Bdal, ()B Vodal,. 00 01 zg) dar |, O
Y o= psy20 O
2 g codc, E %WCM S 0 2 % ey 0
B Viodal.O V Oda .0 B g 0da |,
per cui
0  pSydc O pSVb, CdC il
0+ 20 e, (n PR 6, (0)m
[R]ZD 04a la=o a 044 la=o g
"8 psrcna, 0 2 PSVCh 0MC, EE
B 2 gda .0 ' 2 Qdal,0H
0 SV2 0dc, D C
[k, p2 DT C
[K ]=|:| gaa ao[l C
! Eb L pSVZCDdC %
=i i Dda a=0

Potremmo, quindi, avere instabilita dinamica a un grado flessionale se il termine
L PSV DdC

0 . . . . .
+CD (0)< 0, mentre il profilo sarebbe instabile torsionalmente
0

* 2 Dd
w i+ ,OSVCb1 DdCM EF 0.
2 Dda a=0|:|
R . . . o dc,
Come & ben noto, per i profili alari normalmente usati s ha >0 e
a=0
dc,, - s . .
T >0, per cui tali possibilita non sussistono, ma il fenomeno potrebbe
a a=0

avvenire per profili con elevata sezione frontale (a.es. travi a semplice o doppio T
€ecc.).
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2 [0dalC
della matrice di rigidezza modifica la frequenza propria torsionale del profilo alare
riducendola al crescere della velocita, mentre quella flessionale, dipendente da k14,
rimane costante. Per cui se, come accade nella realta, la frequenza propria torsionale
in assenza di vento e piu ata di quella flessionale, vi sara sempre una velocita V per
cui le due frequenze diverranno coincidenti, dando luogo al fenomeno del flutter.

Tuttavia, andizzando la matrice [K, ], il termine k,,, =k /* -
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