CAPITOLO 11

SISTEMI VIBRANTI AD UN GRADO DI LIBERTA’

11.1 Effetti della deformabilita dinamica (meccanica delle vibrazioni)

Per le macchine viste finora, € quas sempre possibile effettuare uno studio
considerandole a un solo grado di liberta, dove ogni elemento e ritenuto rigido.

In realta essi sono approssimati, pertanto i nostri schemi sono approssimati.

La deformabilita degli elementi componenti pud essere voluta o indesiderata: a
es. le sospensioni di un veicolo sono elementi volutamente deformabili. Purtroppo,
per le difficolta che insorgono nello studio e per gli effetti collaterali, sono ben piu
importanti i casi di deformabilita dinamica non voluta, quando un elemento che il
progettista vorrebbe rigido si deforma, dando luogo di regola a moti vibratori
indesiderati e dannosi.

Per o studio di questi moti vibratori & necessario fare qualche considerazione sui
modelli matematici atti a descrivere tali fenomeni. Spesso la difficolta consiste
nell’associare un modello deformabile a qualcosa che nella reata il progettista
vorrebbe rigido.

Ovviamente questi schemi devono essere i piu semplici possibili ed & possibile
suddividerli in due gruppi:

e modeli continui (a infiniti gradi di libertd) derivanti dalla Scienza delle
Costruzioni, dove riferendoci, a esempio, a una trave, ogni punto di questa pud
muoversi e ogni sezione pud ruotare. Per descriverne il comportamento &
necessario conoscere una funzione f(x) e delle equazioni alle derivate parziali.
Tali modelli vengono usati per 1o studio delle vibrazioni trasversali di travi o
funi;

« modelli discreti (an finiti gradi di libertd) che contrastano con I’ osservazione del
fenomeno fisico secondo la quale la deformabilita e I’inerzia sono distribuite nel
sistemafisico.

Per fortuna, molte volte & possibile ricondurre il modello reale a sistemi a uno o
pochi gradi di liberta.

Si tenga presente che per utilizzare modelli a uno o pochi gradi di liberta,
necessario prima effettuare lo studio con schemi a un numero maggiore di g.d.l. e



capire sotto quali condizioni s puo tornare a pochi g.d.l. senza perdere informazioni
importanti per larisoluzione del problema.

Un velivolo in atterraggio, a esempio, possiede una velocita che non € mai
perfettamente orizzontale e per questo i carrelli sono dotati di opportuni molleggi che
hanno il compito di dissipare I’energia associata alla componente verticale di tale
velocita.

Se analizziamo in prima approssimazione I'impatto del velivolo sul campo
d atterraggio, trascurando, nel breve intervallo di tempo in cui avviene I'impatto,
I'effetto dovuto ala componente orizzontale della velocita s nota che il
comportamento dinamico del sistema, grazie alla grande rigidezza della fusoliera
rispetto agli elementi elastici del treno d atterraggio, puod essere rappresentato dalla
seguente equazione differenziale.

~mjp=ky =0




Altro esempio noto dalla Meccanica Razionale € quello del pendolo per il quale
la scrittura dell’ equazione di equilibrio allarotazione attorno alla cerniera O portaa

—ml*0 —mglsin@ =0

che per piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio, definita da 6=0,
puo essere cosi linearizzata
dsn@)| 4.
dea

6=0

sin@ =sn(0) +

-16-g6=0
dando luogo a una equazione differenziale lineare a coefficienti costanti simile a
quellagiavista per il velivolo.

11.2 Sistema vibrante ad un grado di liberta: moto libero non smorzato
Trattiamo il problema delle vibrazioni a un solo g.d.l. in modo generale, studiando

per ora il caso che sul sistema dinamico, considerato in assenza di attriti o
smorzamento, non agiscano forze esterne.
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Per mettere in equazione il modello meccanico, dobbiamo scegliere la
coordinata libera, ovviamente la x, e sceglierne I'origine. Vedremo in seguito il
motivo, ma risulta comodo misurare la coordinata libera (ovvero le coordinate libere
in sistemi apiu gradi di liberta) a partire dalla posizione di equilibrio statico.

Consideriamo un moto traslatorio della massa e scriviamo |’ equazione di moto
del sistema. Utilizzando gli equilibri dinamici, in una generica posizione deformata
x(t), agiranno sul corpo laforza d'inerzia e laforza di richiamo €elastico della molla,
OVVero

(1L.1) —m¥ -k =00 mi+hkc =0



equazione differenziale lineare omogenea a coefficienti costanti, la cui soluzione
e del tipo

(11.2) x(f) = A

dove A é una costante arbitrariae A un parametro da determinare.
Sostituendo la soluzione (11.2) nell’ equazione di partenza (11.1)

mAA?e™ + kde” =0

che, trascurando la soluzione banale 4=00 x(f) =00¢(0<f <) che
rappresenta la condizione di equilibrio statico, portaa

ry=-kn A, = ii\/E = +i,
m m

La soluzione del'equazione differenzide (11.1) €& quindi data dalla
combinazione lineare delle due soluzioni date da A, e A,

(11.3) x(f) = 4™ + A,e

Lo spostamento x(t) € una quantita reale, mentre per la forma dell’ equazione
essa € complessa per cui affinché x(+) OO possiamo ricordare che possiamo sempre
moltiplicare la soluzione dell’ omogenea per una costante arbitraria e quindi A; e A,
possono essere reali 0 complesse.

Sviluppando trigonometricamente la soluzione (11.3)

x(f) = 4 (cosayt +isinayt) + 4, (cosat —isinay) = (4, + A,) cosayt +i( 4, — A4,)Sin

Poiché x(¢) € una quantita reale, s vede che prendendo A; e A, complessi e
coniugati (A;=a+ib; A,=a-ib) s ottiene

x(f) = A (cosayt +isinayt) + 4, (cosayt —isinayt) = 2acosawyt — 2bsinwyt

ovVvero
(11.9) x(t) = Acoswyt + BSinwyt



Poiché entrambe e funzioni armoniche della (11.4) hanno lo stesso argomento:

(11.5) x(f) = Acosayt + Bsinawyt = C cos(awyt + )
con

%‘ - IAZ +B2

U B

He? =2

Le due costanti (A,B) presenti nella soluzione (11.5), ovvero I'ampiezza C e la
fase ¢ sono determinate attraverso le condizioni iniziali.
Supponiamo che a tempo t=0

(11.6) 0. (

Imponendo le (11.6) alla(11.5), si ottiene
e
g = %o
S

Il moto risulta armonico con periodo 7; = 271/, , indipendente dalle condizioni
iniziali mentre a € detta pulsazione propria del sistema.

=!

To

1
f\/
44 fase ¢ c
-3
-4 -
_5 2




v X

Consideriamo ancora lo stesso oscillatore gia visto, ma supponiamolo anche
soggetto alla gravita.

Nel precedente esempio avevamo posto I’ origine della coordinata libera (x=0)
dove é nulla la forza esercitata dalla molla. Anche in questo caso porremo I’ origine
y=0 dove lamollaé scarica.

L’ equazione di equilibrio dinamico portaa

(11.7) -my—ky+mg =00 mp+ky =mg

equazione differenziale lineare a coefficienti costanti completa.
Se prendiamo ora come origine della coordinata libera x la posizione di
equilibrio statico sara

y=x+5st

y=x

con

st

6:%
k

che sostituite portano a
—mx—kﬁm%ﬁrmg:om mi+ ke =0

Ovvero, se non interessa lo studio del moto derivante in seguito all’ applicazione
di una forza costante nel tempo, conviene scegliere I’ origine della coordinata libera
nel punto di equilibrio statico in quanto si ottiene sempre un’ equazione differenziale
omogenea.

11.3  Sistemavibrantead un grado di liberta: vibrazioni libere smor zate

Smorzamento viscoso

Durante la vibrazione libera, I’energia € dissipata in vari modi e un moto con
ampiezza costante non puo essere mantenuto senza che venga continuamente fornita
energia.



E difficile una formulazione esatta del fenomeno dissipativo, in quanto questo
puo essere funzione dello spostamento, della velocita, dello stato di deformazione o
di atro.

kx cx
X
X m

Un modello ideale, spesso soddisfacente, € quello dello smorzamento viscoso
secondo il quale laforza dissipativa € espressa da

F=-rx =—cx

Dover e utilizzato nella bibliografiaitaliana, mentre ¢ in quella di lingua anglo-
sassone.
L’ equazione di equilibrio dinamico del nostro solito oscillatore diverra quindi

(11.8) -mX—rx—kx=0
che puo essere risolta usando la solitaforma

x(r) = Ae/]t

che sostituita nell’equazione differenziale di partenza (11.8) porta al’equazione
lineare

%\Hi/\ +£§Ae”’ =0
m m

che ammette come soluzioni non banali (per A # Oe valide per qualsiasi valore di t)



__ I fDr ﬁ_f
/]1'2_ 2mi %H m

e la soluzione generale per la vibrazione libera smorzata & data da

x(t) = Ae™ + Be™
dove A e B sono costanti arbitrarie dipendenti dalle condizioni iniziali.
Smorzamento critico

Il comportamento dell’oscillatore smorzato dipende dal valore numerico del
radicando

Come parametro di riferimento utilizzeremo lo smorzamento critico r, ovvero quel
valore di r cheriduce il radicando a zero.

r \/7
=, |—=w,
2m m

Lo smorzamento reale del sistema r  pud essere espresso in forma
adimensionale, in funzione dello smorzamento critico r, dal rapporto

¢ =rlrg

detto anche indice di smorzamento. Ne consegue




Smorzamento minore di quello critico { < 1,0
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La soluzione generale diventa

x(1) = e [ 4¢' -

+Be™! HZ“‘)’) = Xe ¢ (sin( 1-Eapy + (0))

e il moto risulta periodico con pulsazione w, = 11— Fw, © ampiezza decrescente nel

tempo con legge esponenzi

de.

Smorzamento maggiore di quello critico {> 1,0
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In questo caso le due radici sono reali ma opposte e la soluzione generale diventa

2 = ad

Be(_f G

Il moto non & piu oscillatorio, ma si smorza col tempo in modo esponenziale.



Smorzamento uguale a quello critico { = 1,0

X0

In quest’ultimo caso le due radici sono reali e coincidenti. In questo caso
I'integrale generale assumera la forma

x(t) =(A+ Bt)e™™

Per cui il moto libero non é piu oscillatorio ma s smorza anch’esso in modo
esponenziale.
Confrontando per lo stesso oscillatore I'andamento del moto libero a variare
dell’indice di smorzamento ¢ per le medesime condizioni iniziali
29=9,
x(0) =0
s notache:
« indipendentemente dalle condizioni iniziali il moto libero si annulla sempre dopo
un tempo pit 0 meno lungo;
e aparitadi condizioni iniziali, il tempo necessario per smorzarsi dipende da ¢;
e aparitadi condizioni iniziai, per { =1 il tempo & minimo (strumenti di misura,
artiglierie, ecc.)
1.2

1.0 \ Lole ,_,-o.zsaw,,/To‘OT-,‘;l =373yt
08

SN LT
\ s
NI

N

L-O.Zm,}

Mo sin(/0.96w,t +78°28")

0.4

10



11.3.1 Identificazione dello smorzamento

Nell’ipotesi di avere uno smorzamento di tipo viscoso, sappiamo che la risposta
del moto libero ha unalegge del tipo

x(f) =[X|e™ (sin( 1-Eawyt + ¢)) :

Quando sin( 1—{2600t+(0)=1, la risposta €& tangente al’inviluppo

esponenziale |X | e , tuttavia le tangenti non sono orizzontali ei punti di tangenza

sono leggermente spostati a destra del punto di massima ampiezza. Generalmente
questo fatto e trascurabile e I'ampiezza del punto di tangenza pud essere considerata
coincidente con |’ ampiezza massima.

Con riferimento alla simbologia indicata in figura, avremo che il decremento
logaritmico

N b ( Ch
5—Inx—l—ln|X|e_W—{on

21T

Wy 1- &2

Dal momento che T = avremo, anche, che

5=—2%
1-¢&2

027% per £<0,3
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Decremento logaritmico
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D’altronde ricordando che per una forzante armonica del tipo F(¢) = FySinax
il lavoro introdotto in un periodo in un sistema meccanico € pari a

(11.9) L=[Fdx

e supponendo il sistema a regime con legge del moto pari a
x(1) =|X|sin(cxr - )

ne deriva quindi che
dx
de=—rdi0 dx =| X|weos(cr - @) dt

equindi 1a(11.9)

2

L:a)F0|X|Tsinaxcos(ax—¢)dt=nﬁ,|)(|sin¢
0

12



Nell'ipotes di smorzamento viscoso, il lavoro dissipato a regime, in assenza di

assenzadi altre forze agenti sul sistema meccanico in prova, sara
2

T w
1 = [ =—r| X6 [ oo (=gt =-r| ¥} " =2 | wom
i 0

Z 6
da cui

L+1L, =) X|sng-r| X[ =00 r:fﬁjw
w

Dalla misura dell’ energia dissipata scopriamo che, a parita di ampiezza imposta,
il lavoro dissipato varia proporzionalmente con la frequenza, mentre a parita di
frequenza si modifica con il quadrato dell’ ampiezza di vibrazione.

Molte esperienze di laboratorio hanno dimostrato che se il fenomeno dissipativo
e legato a fenomeni d'isteres I'energia dissipata per ciclo € indipendente dalla
frequenza di vibrazione, ma dipende solamente dal quadrato dell’ampiezza di
deformazione e quindi di vibrazione, e quindi

L, O-|x|" =-alx|’

ovvero

LD = eq

X[ wr=-alx[ O r, %‘r

per cui |I'equazione differenziale, la cui soluzione descrive il moto del sistema,
diventa

., a. .
mX +—x+kx = FySinat
T

il cui integrale particolare ha un’ampiezza
FO

\/(k—maﬁ)2+§§

cheinrisonanzavae

x| =

13
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11.3 Sistema vibrante ad un grado di liberta: moto forzato

Sempre in assenza di smorzamento e di attriti, vediamo ora cosa succede se
applichiamo a sistema una forza esterna F(t) che supponiamo per semplicita
armonica, ovvero

F(f)=F,sinwx
con Fy e wnoti.

L’ equazione di equilibrio per la massamdiventa

~m¥ —hx+F(t)=00 mi+hke = Fsinar

equazione differenziale lineare a coefficienti costanti completa il cui integrale
generale € dato dal’integrale generale dell’omogenea associata piu I'integrale
particolare, ovvero

(11.10) x(1) = x, (1) +x,(2)
(11.11) x(#) = Acoswyt + Bsinwyt + x,, ()

con
x,(t)=Csinax
integrale particolare che sostituito nell’ equazione di partenza

. . . F
—mew’Csinax +kCsinar = Fysinar 0 € =—2—
- mw
quindi la(11.11) diventa
. F, .
x(f) = Acoswyt + Bsinwyt + —2— sinax
( ) 0 C")O k _ ma}z

Il moto risultante risulta quindi somma di due funzioni armoniche, una con
pulsazione ay e |’ altra con pulsazione w.

Per effetto degli inevitabili smorzamenti, I'integrale generale dell’omogenea
associata, come visto, tende a zero col crescere del tempo per cui a noi interessa

14



studiare il solo integrale particolare che rappresenta il comportamento vibratorio a
regim del sistema.

F .
x(t) 0—2—sinwr
g k — ma?

Analizziamo |I’ampiezza C del moto aregime al variare dei parametri

Fo/k

Lle

» selapulsazione della forzante tende a zero, I'ampiezza di vibrazione C tende a

un valore pari alla deformazione indotta dalla forza Fy applicata staticamente;
* se w cresce, C aumenta, fenomeno dell’amplificazione dinamica, fino a un

asintoto verticaleper w - w, 0 C - o (risonanza);
e sLw»wdC-0

Attenzione se siamo in risonanza, la soluzione cade in difetto in primo luogo
perché il comportamento dellamolla e lineare solo per piccoli spostamenti.

Inoltre, dobbiamo ricordare che le costanti A e B devono essere calcolate per la
soluzione generale;

x(t) = Acosawyt + BSinwyt + x, (1)

per cui

% x(O) =A+x,(0

£ (0) = Ba, + x,(0)

supponendo per t=0 tanto lo spostamento, quanto la velocita siano nulle s
ottiene

1 O w . C
———[@nwr——sinwyC
]__i O b C

o
che fornisce una formaindeterminata del tipo 0/0 per w - w,
Applicando ala (11.12) laregoladi L'Hopital s ottiene

(1112)  x(1) =

x|

15



lim, . x()=lim, % 1 Eﬁina)t—ﬂsinwotg—i(sina)t—a)tcoswot)
@b Ry 2 1_225 w, 0O 2k 0 0
33

per cui sarebbe comungue necessario tempo infinito, anche in condizioni ideali
di linearita delle forze elastiche, per raggiungere ampiezze infinite.
Ricordando, infine

k 25
si definisce coefficiente di amplificazione dinamicaH
C 1
H@w) =—=—"—
(@) 5
25

11.4 Sistema vibrante ad un grado di liberta: moto forzato per spostamenti
di vincolo

Consideriamo il solito sistema che si muova rispetto a un osservatore assol uto
con unalegge y(t) nota.

xX,x,x, F

V(1)
2 =
—WWW\W— m

i
— e ”
L

Definiamo x(t) 1o spostamento assol uto della massa e misuriamo gli spostamento
dalla posizione di equilibrio statico che sara definita da

W) =x(0)=x,(1)=0

Scrivendo |’ equazione di equilibrio dinamico, otteniamo

16



—-mX —k(x—y@) =00 mi+kx = ky(z)

equazione differenziale lineare a coefficienti costanti completa del tutto simile a
quellagiavistanel moto forzato.

Per un osservatore relativo, I’ equazione di equilibrio dinamico, diventainvece

—m(%, +$(t)) —kx, =00 mi, + kx, = —mj(r)

Supponiamo ora che il moto del vincolo siaarmonico di ampiezzab

y(t) =bsincoxr

per cui

miX + kx = kbsinar

che ha come integrale particolare

xp(t)zk_k:m)zsinwthsinwt

ove X el’ampiezzadi vibrazione nel moto assoluto della massam.
In termini adimensionali

-

X
by

&8

del tutto analogo al coefficiente di amplificazione H gia definito.
Quando una molla potra essere definita “rigida’, quando non vi € moto relativo e
quindi
B W >
b
Consideriamo oral’ osservatore relativo
m¥, + kx, = —mj(t) = me’bsin et
e quindi
me’b . .
x., (t)= sina =X, Sinax
()= ,

17



eintermini adimensionali

o

XI’ — ajg
b . o
1_7
A3

Moti forzati dovuti a squilibri rotanti
Supponiamo di avere una macchina con una parte rotante, avente massa propria

M e uno squilibrio me. Supponiamo che la velocita angolare wsia costante.

G e
L’ accel erazione assol uta della massa eccentrica sara

a=a,+a,=|wee” +5

Avremo quindi, misurando gli spostamenti X, positivi verso |’ alto, a partire dalla
posizione di equilibrio statico,

—Ms —m(-aesinax +5) = 2kx =00 (M +m)i + ke = mea’ sinax

el’integrale particolare, in condizioni di regime, varra

e . _
Xp(t)—msna)t—)((w)sn&)t

e quindi

18
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X (w) __m o’ __m W
e M+m)af -« (M+m), &
Ta

Si noti che la macchina a variare della velocita trasmettera a terreno una forza
variabile nel tempo pari a

F, =2kXsnwr

cheforzerail terreno a vibrare, non potendol o considerare infinitamente rigido, e
questo forzera a sua volta a vibrare, per spostamento di vincolo, le atre strutture
posate su di esso.

Ovviamente, equilibrando la macchina, ovvero facendo in modo che il suo asse
di rotazione sia baricentrico (e anche principale d’inerzia come vedremo) la forzante
si annulla e il fenomeno scompare in quanto |'equazione di moto risulta essere la
soluzione di

(M +m)5+2kx=0

115  Sistema vibrante ad un grado di liberta: vibrazioni forzate smorzate
con eccitazione armonica

La soluzione a regime per un’eccitazione di tipo armonico ha una validita del
tutto generale in quanto:

e un’'eccitazione periodica &€ scomponibile, sotto ipotesi largamente accettabili e
verificate nella pratica, in una serie di eccitazioni armoniche (serie di Fourier);

e isistemi meccanici di cui ci occupiamo sono descritti da equazioni differenziali
lineari e quindi valeil principio di sovrapposizione degli effetti;

Quindi, la risposta del sistema meccanico € fornita dalla sovrapposizione delle
risposte ale singole componenti armoniche in cui € sviluppabile la generica
eccitazione periodica.

Inoltre, tali risposte, in condizioni di regime, sono date dai soli integrali
particolari in quanto gli integrali generali delle omogenee associate, per effetto delle
inevitabili dissipazioni, tendono comunque a zero in un tempo piti 0 meno lungo.

19



Soluzione a regime con smorzamento viscoso

m g 4

li_m

Fo sinwt l

Fo sin wt
L’ equazione differenziale del moto pud essere scritta come
—mX —rx —kx = —F,sinat = —F e
la cui soluzione é data da

X (1) =X g(t) + X%p (1)

Tralasciamo, per quanto piu volte detto, il contributo dell’integrale generale
dell’ omogenea associata e quindi aregime

x(#) Ox, (2)
con

X, (1) =X = |X|e'l¢e"‘” = |X|ei(”7¢) = |X|sin(wt -9)
con X e gcalcolati sostituendo nell’ equazione differenziale I’integrale particolare.
Sostituendo x, (1) = Xe' nell’ equazione differenziale di partenza

—mX = rx = kx = —F,e”

otteniamo
(—-maf +irw+ k) Xe =—F e
che ammette come soluzione valida per tutti i valori di t

i(o-7)

X = —Fy Fy

i (k= me) +ireo i \/(k —ma)z)2 +(rw)’ ]
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con

p=tan™

wr
k — ma?
Ricordando che:

R
. g:%

frequenza propria del sistema equivalente non smorzato

fattore di smorzamento

e 1 =2mw, smorzamento critico
e X, = £ % frecciadel sistema per effetto dellaforzante F, a frequenza
nulla
otteniamo
X[ _ 1
X
o O gwd i 0. wd
-0 OH+® [0
v O0H 0 @0
e
28 %
(D:tan_l—%
Ow d
1-0-0
% O

Possiamo rappresentare graficamente |’andamento dell’integrale particolare in
funzione del rapporto w/aw, (N.B. nel disegno w/w, ec=r)

T | 18C°
| 0.5
ENE ==
30— | - 0.375
0.05 & £=1.0
0.10 904 |
> - 5 /)
| 'O.i5 c |2
" 7| S
e 1 0.25 < |
% 2.0 T < 9 1 2 S
S Rapporto delle frequenze &
2
g
5
S 10 j
s i
£ . S N I |
| | ;

1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
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Si notano tre zone: per w/w, <1 ; per w/w, =1 eper w/w, >1

Effettuiamo un’analis qualitativa del comportamento del sistema studiando il
diagramma vettoriale delle forze agenti sulla massa.

s ww,<1

L angolo di fase & piccolo e quindi € laforzadellamollaaequilibrare laforzante
esternacui s sommalaforzad'inerzia

cv m{ﬂwx

© W =1
L'angolo di fase & pari a 90° per cui la forzante esterna € equilibrata dalla forza
viscosa. L’ampiezza di vibrazione aregime é pari a
Y|z =20
ra, 2

mw
e waw>1

L'angolo di fase si awvicina a 180° e la forza impressa & equilibrata quasi
integralmente da quellad’inerzia
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11.5.1 Isolamento delle vibrazioni

Come abbiamo visto, la forzante armonica impressa a nostro oscillatore
potrebbe essere dovuta a un macchinario ruotante con velocita angolare wposto sulla
massa di fondazione.

Laforzatrasmessa al terreno a generico tempot, sara

F,(f) = kx + 1% = kXe™ +irwXe™ = X (k +irw) e = F, e

dove
_ Fm[kz + (ra))2
' \/(k—mwz)2+(ra))2
oVVero
0 wﬁ
Bl_ VU aE
oo d
ﬁ—?ﬂgmﬁf“’g
v0H O @O
Pt e
LAY, 7 7 LY IS,

Come gia visto questa forzante armonica applicata a terreno lo portera a vibrare
con un’ampiezza b ovvero con unalegge del tipo
y(t) =bsincx
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che forzerale strutture circostanti

T .
% CHF 2 TY

Per questa struttura I’ equazione di eguilibrio dinamico &
—mié—r(fc—y)—k(x—y) =0

mii +rx + kx = ry + ky = b (icor + k) &

eil relativo integrale particol are

|X|= b«[kz ra)
\/(k maJ) + r )

| =

ovvero
w0
1+R&—
x| _ ékon
b
g Ija)ﬁﬁ ﬁ
—_ D+ i
TR e

Si noti che pur essendo due fenomeni diversi, la soluzione € del tutto analoga a
quella dellaforza trasmessa

1+ uzfﬁg
_ W, 0

oo d
ﬁﬂwﬁ Eszg
0% O @O

In entrambi i cas interessa che la soluzione sia <« 1 tanto per la forza trasmessa
al terreno quanto per latrasmissibilita 5 =|.X|/b
| parametri di progetto sono:
e per lamacchina eccitatrice M, we me

F,

i

24



e per la druttura eccitata m, b e ovviamente w che & uguae a quello della
macchina shilanciata.

180°

___‘_’.'_T .| 120°

h=
60°

0 | ‘o x?| 2.0 30 4.0 5.0
Diagrammiamo I’andamento di 3 =|X|/b & variare di w/w, . S nota che per
w/w, =~/2 latrasmissibilita é pari a1 e che al crescere del rapporto tra le frequenze
la trasmissibilita scende fino a tendere asintoticamente a zero per w/w, — .
Questo fatto avviene indipendentemente dal valore dell’indice di smorzamento £ il
cui effetto € quello, a suo aumento, di ridurre I'ampiezza di vibrazione per

w/w, =1, mad'altro lato rallentala diminuzione di B per w/w, >42.

Riassumendo, converrebbe, quindi scegliere w/w, > V20 k< mwz/ 2 e nd
contempo avere valori di & piccoli per non ricorrere ak troppo piccoli.
Poiché abbiamo scelto di far operare la fondazione con w/w, > V2, cio significa che

tutte le volte che avvieremo o fermeremo il macchinario, entrambe le nostre
fondazioni, durante il transitorio, si troveranno a passare per w/w, =1 e quindi non
conviene avere valori dell’indice di smorzamento trascurabili in quanto cio
porterebbe ad ampiezze in risonanza elevate che creerebbero problemi ai
collegamenti verso I’ esterno del macchinario.

In secondo luogo, operare con valori di & piccoli significa anche non poter piu
trascurare |'integrale generale dell’omogenea associata, parte della soluzione che
torna a essere presente tutte le volte che avvengono delle perturbazioni, per quanto
piccole, delle condizioni di regime.

| problemi maggiori vengono, tuttavia, creati da k. Dal diagramma s vede, a
esempio, che per ridurre del 60% le vibrazioni nelle strutture circostanti dobbiamo
avere w/w, = 2 ovvero
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2
\/ZSQD k<Y
m 2 4

Tale ragionamento porterebbe a scegliere Gy — 0, ma

_mg_g 1
st k _anDJStDwg
ovvero dovremmo realizzare fondazioni con frecce statiche molto grandi, e tale
problema & ovviamente di impossibile soluzione se abbiamo macchine lente in cui w
e dell’ordine di qualche centinaio di giri/1’.
Larigidezzak & esprimibile come
_F _F _FeE _F+E+A _E-A
M he ho  heF  h
quindi per ridurre k, scelto un materiale e quindi il modulo di €elasticita E,
dovremo avere delle aree A piccole e degli spessori h degli elementi elastici (a
esempio un tappeto di gomma) grandi.

Ma
4> F S mg mg -, mgE mgeE
Uam Uam 0- .h
ovvero
g=ks8E
m 0,h

da cui s nota come dovremmo avere bassi valori di E e corrispondentemente,
impossibili nei materiali, ati valori g, € comunqgue ati valori di h, che creerebbe
problemi d'instabilita.

11.5.2 Strumenti di misura delle vibrazioni

Tra le applicazioni del nostro oscillatore vi € quella di usarlo come strumento
per la misura delle vibrazioni assolute di un corpo

y T
- p /
A -

— Case

A f
+ Mt rj'“- //1/ — Relative

\ | o
Tu 4 7B splocement
% l :,""D tronsducer
b= LQB gl
\ - | = / Rigidly
X | / 7 T ) fostered
TR R RSN -.\-\
Motion to be
measured
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Con riferimento alle grandezze indicate nella figura e ai relativi versi positivi
degli spostamenti, avremo che

K Xy + B, = M5, = M (%, = %,)

che puo essere riscritta usando |e nostre consuete notazioni come

kxy + iy = My, = M (%, - ;)

dove

x, (1) =|x|sin(wr -y,)

e I’andamento temporale dell’i-sima componente armonica (serie di Fourier)
dello spostamento incognito x(t) del vincolo.

Riordinando I’ equazione avremo

My + iy + kxy = M, = —af | X,| Me’ @)

il cui integrale particolare vale

k r r
con w, =,|— e&=—-=
M r, 2Mw,

che

WP
s |Xi| _ _
X, = El afwé :| Xo,»| RCED) :| X0i| o /b
- gtj2—
O wg O W,
otteniamo
o W
1 25 i
||‘§:Jt|| = ﬁwg |j ﬁ; - tan’l wolj
i O O, . w Ow
A-“ 0+ cpe 1-glo
\/D o 0 w0 0% O
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T 180° T
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=
< 0.25
20 @ 0.50 = 1 1
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0 »— 90° =12
T = [=}
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Rapporto delle frequenze gn
| |
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o
o

Si nota, quindi, che se w > w, (almeno 4-5 volte) lamisura dell’ampiezza della
vibrazione relativa permette di ricavare quellaincognita di trascinamento.

Ovviamente, affinché lamisuranon sia distorta, deve essere

Yol _

i

Questa esigenza porta che il sismografo, tale & il nome dello strumento, abbia
unafrequenza propria w, <, /4 e tale condizione verifica automaticamente che non
vi siadistorsione per le componenti armoniche di ordine superiore.

| sismografi sono, quindi strumenti pesanti e ingombranti dovendo avere una
frequenza propria necessariamente bassa e normalmente s usano indici di
smorzamento & dell’ ordine di 0,6-0,7 per ridurre I’ effetto delle condizioni iniziali.

Yo
x|

costante e 3; =n1t(n=0,1,2,..,N) peri=1,23,...,.N

Nel caso dudledi w < w, risultache

%, (1) =% (1) - %, (¢) O%, (¢)

e laforza d'inerzia agente sulla massa M é praticamente dovuta a solo moto di
trascinamento, per cui se riuscissmo a misurare la reazione della molla questa, a
meno del guadagno, sarebbe pari al’ accelerazione incognita del vincolo.

Ovviamente la necessita di non distorcere la misura porta che la condizione
w < w, siaverificata per la massima frequenza presente nello sviluppo in serie del
segnale incognito, ovvero ap deve essere dell’ordine dei kHz. Dobbiamo avere,
quindi, masse M e rigidezze k molto grandi.

0 per cui
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Spesso come elemento elastico s usa una lastra di quarzo, materide
piezoel ettrico che, se sollecitato lungo I’ asse elettrico, produce sulle facce ortogonali
all’asse delle cariche di segno opposto proporzionali ala forza applicata (circa 2
pC/N)

L' uso del quarzo limitalafrequenza minimadi misura (dell’ ordine dell’ Hz).

Preloading Spring ~Seismic Mass

_ Piezoelectric Elemer
“ in compression

Compression !

Type b
L .;» — —Output
Base
Preloading Ring , Triangular Center Post
# N\ __ Piezoeleetric
| Element in Shear

— Seismic Mass

~— —Base

Riscrivendo I equazione differenziale in coordinate assol ute

]\/[x’Mi +r5ch. +kle. = kxl. +r5cl. = (k+ja)l.r) Xi eJ (wit wi)
otteniamo I'integrale particolare
Xy (1) = X
con
_ (et jar)|X [ =[x,
o (k-Map)+jor T
ovvero

2 2 2 2
= Je (@)l L Gl
Jle-Mapy +(ary X Je-Mafy +(ar)
—a),.r(Zk—Ma)f)
-k + kMot +(wr)’

B =tan™
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Utilizzando, a esempio, un fattore di smorzamento ¢ = 0,7 s nota che la fase varia,
— = ﬂ e

per un range di frequenza compreso tra0,6 ) e ay, con legge pari a S, U o W
0 0

quindi
.t=§H.X.S|naJ.t+ .:EH.X.Sm it + ki
le £ i i i i £ i i B! l OE

Vo O 0 m % . '
xMi(t):Z|Hi”Xi|5melg @, =Z|Hi||X,.|sm(iwlt)
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